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Prefacio

O nosso objeto de estudo neste pequeno livro, aos alunos premia-
dos que participam do Programa de Iniciagao Cientifica da OBMEP,

é o conjunto dos ntmeros inteiros e algumas de suas propriedades.

Os nameros inteiros sao obtidos estendendo os ntimeros naturais e
esses 880 os mais simples de todos os niimeros, mas a0 mesmo tempo
muito ricos em problemas. Vocé vera ao longo do texto alguns desses
problemas, muito faceis de enunciar, mas ainda nao resolvidos e com
certeza se maravilhard de como, apesar do ser humano estar estu-
dando os nimeros naturais ha varios milénios, eles ainda encerrem

grandes mistérios a serem desvendados.

Nessas notas, além de possivelmente estar vendo pela primeira
vez a nogao de congruéncia, vocé revisitard as nog¢des de multiplo,
de divisor, de ntimero primo, de minimo miltiplo comum e de ma-
ximo divisor comum, e estudara algumas de suas propriedades. Muito
provavelmente vocé ainda nao estudou esses conceitos com o grau de
formalizacdo que encontrard aqui, mas que ainda nao representa o
maior rigor possivel, pois nos permitiremos fazer dedugoes por analo-

gia e por indugado empirica (isto é, estabelecer regras gerais através
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da analise de um numero finito de casos). Essas dedugoes podem se
transformar em verdadeiras demonstragoes utilizando-se o Principio
de Inducao Matematica, que é assunto de um outro texto do autor,

publicado nesta colecao e destinado aos alunos do nivel III.

Este texto nao existiria nao fosse o desafio lancado por Suely
Druck, Diretora Académica da OBMEP, a quem agradego calorosa-
mente pela preciosa oportunidade de me dirigir aqui a vocés.
Agradeco também ao colega Dinamérico Pombo por sua leitura cuida-

dosa do manuscrito original.

Finalmente, espero que vocé aprecie o material aqui apresentado

e que faga de seu estudo uma atividade prazerosa. Bom divertimento!

Nitero6i, margo de 2009.
O Autor
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Capitulo 1

Os Numeros Naturais

1.1 Os Naturais

Os nuimeros naturais formam um conjunto cujos elementos sao

descritos de modo ordenado como segue:

1,2 34,5 6,7 8,09, 10, ...

ou ainda, de modo mais sugestivo:
ONENONONONONUSORUNUSS

Essa descricao nao é completa, pois s6 explicitamos alguns poucos

de seus elementos, guardando o restante na nossa imaginagao.

No entanto, todos nés sabemos perfeitamente do que estamos fa-

lando. Tudo comega com o niimero um, simbolizado por 1, que repre-

1
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2 B CAP. 1: OS NUMEROS NATURAIS

senta a unidade, e com uma, lei, simbolizada pelas flechas, que a cada
namero, comegando pelo 1, fornece o seu sucessor, isto é, o nimero

que lhe segue.

Sabemos também que esta sequéncia nunca termina; ou seja, 0s

nimeros naturais sdo em quantidade infinita.

Cada elemento desse conjunto tem de ser obviamente represen-
tado por um simbolo distinto. Como fazer isto de modo a poder
memorizar todos esses simbolos? A resposta, muito engenhosa, é
dada pela adocao de um sistema de numeracao, que no nosso caso
é o sistema decimal posicional, que serd descrito no préximo capitulo.
Assim, por exemplo, sabemos que nesse sistema sucedendo o 10 vem
0 11 e sucedendo o 999 vem o 1000 etc.

Os nameros naturais permitem contar objetos, inclusive subcon-
juntos do proprio conjunto dos naturais. Por exemplo, de 1 a n,

inclusive, existem exatamente n nimeros naturais.

1.2 Ordem

Quando um ntmero a aparece na sequéncia, acima mencionada,
antes do ntmero b, ou seja, & esquerda de b, escrevemos a < b e
dizemos que a é menor do que b, ou ainda, escrevemos b > a e dizemos

que b é maior do que a.

Por exemplo, 1< 2, 5 <, 9>6 etc.

Essa relacao que ordena os ntmeros naturais tem claramente a
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seguinte propriedade transitiva:

Se a aparece antes de b e b aparece antes de ¢, entao a aparece

antes de c.

Em simbolos:

Se a<b e b<c, entaoa <c.

Escreveremos também a < b para representar a situagao:

a<b ou a=b.

Por exemplo, temos que 2 < 3 e também que 2 < 2.

A ordem nos naturais é total, o que significa que dados dois
nimeros naturais a e b temos verificada uma e apenas uma das trés

seguintes possibilidades (tricotomia):

a<b, a=b, ou a>b.

Sejam dados dois ntimeros naturais a e b com a < b. Definimos os

seguintes conjuntos:
[a,b] o conjunto dos ntimeros naturais x tais que a < x < b,

(a,b) o conjunto dos nimeros naturais = tais que a < z < b,
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4 B CAP. 1: OS NUMEROS NATURAIS
(a,b] o conjunto dos nimeros naturais x tais que a < x < b,
[a,b) o conjunto dos nimeros naturais x tais que a < x < b.

O primeiro e o segundo conjunto sao chamados, respectivamente,
de intervalo fechado e intervalo aberto. Os dois outros conjuntos
sao chamados indiferentemente de intervalos semiabertos, ou semife-

chados.

Exemplos:

O intervalo (2,5) = {3,4}:

OO O OO OO OO Uy

O intervalo (2,5] = {3,4,5}:

O--0-0-0-O-O-®~O~10~

O intervalo [2,5) = {2, 3,4}:

O ORO R OO OO OO

O intervalo [2,5] = {2, 3,4, 5}:
O-0-0-0-0-O~-O~-B~O~1~

Problema 1.1. Determine os elementos dos seguintes intervalos:

(2,3), (2,3], [2,3), [2,3], (3,7), (3,7], [3,7) e [3,7].

Uma propriedade caracteristica e fundamental do conjunto dos
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nimeros naturais, que nao procuraremos justificar por parecer tao

6bvia, é a seguinte:

Principio da Boa Ordem. Todo subconjunto nao vazio do conjunto

dos niimeros naturais possui um menor elemento.

A afirmagao acima significa que dado um subconjunto A de N, nao
vazio, existe um elemento a de A tal que a < b, para todo elemento b
de A.

Problema 1.2. Determine o menor elemento de cada um dos seguin-

tes conjuntos: [2,8], (2,8], (3,5), (3,4), [3,7]N[2,5], [3,7]U[2,5].

1.3 Adicao

Vamos a seguir introduzir a operagao basica nos naturais.

Seja dado um ndmero natural a, o sucessor de a serd também

representado por a + 1:

Sejam dados dois ntmeros naturais a e b, quaisquer. Podemos
deslocar a de b posicoes para a direita, obtendo um nimero que seré
denotado por a+b. Essa operagao entre ntimeros naturais é chamada

de adicdo e o niimero a + b é chamado soma de a e b.

.H@HHH..- 4"’--'
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Por exemplo, dados a = 2 e b = 3, ao deslocarmos a de trés

posicoes para a direita, obtemos a sequéncia
2, 241=3, 3+1=4, 4+1=5,

obtendo assim o nimero 2 + 3 = 5.

Agora, suponha que deslocamos b = 3 de a = 2 posigoes para a

direita, obtemos
3, 3+1=4, 3+2=35,

logo, também, 3 + 2 = 5.

Portanto,
24+3=3+2=5.

Este fato nao é uma mera coincidéncia, ocorre sempre!

Propriedade comutativa da adigao. Quaisquer que sejam os nu-

meros naturais a e b, temos que

a+b=>b+a.

Esse fato, devido & nossa experiéncia com os nimeros, nos parece
6bvio, mas vocé teria alguma ideia de como mostrar que ao deslocar a
para a direita de b posi¢oes alcanca-se o mesmo ntmero que deslocar

b para a direita de a posicoes?

Vamos agora introduzir um simbolo para representar o nao deslo-

camento de um nimero. Diremos que deslocamos um namero a de
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zero posicoes para a direita quando nao o movemos do seu lugar.

Escreveremos, neste caso,

a+0=a.

Vamos colocar o simbolo 0, chamado zero, & esquerda de todos os

nimeros naturais, obtendo o conjunto ordenado:

O ONORONONONORUSOSOSE

Portanto, consideraremos 0 < a, para todo ntimero natural a.

Denotaremos o conjunto acima por N, continuando a chama-lo de

conjunto (ampliado) dos ntimeros naturais.

Se deslocarmos agora 0 de 1 posicdo para a direita, obtemos o
ntmero 1, se o deslocarmos de 2 posi¢oes a direita, obtemos 2, se o
deslocarmos de 3 posigoes a direita obtemos 3. Portanto, é intuitivo
aceitar que se deslocarmos 0 de a posigoes a direita obtemos o ntimero
a. Finalmente, é claro que 0 + 0 = 0, pois ao nao deslocarmos o zero
nos mantemos no zero. Portanto, para todo a no conjunto N, temos

que

0+a=a=a+0.

Assim, quaisquer que sejam a e b no conjunto N (incluindo agora

o elemento 0), temos que a +b = b+ a.

Podemos estender a soma para uma quantidade de nimeros maior

do que dois. Por exemplo, para somar trés ntimeros a, b e ¢, podemos
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8 B CAP. 1: OS NUMEROS NATURAIS

proceder da seguinte forma: somamos inicialmente a e b, formando o
namero (a + b), depois somamos esse novo nimero com ¢, obtendo o
ntamero (a+b)+c. Por exemplo dados 3,5 e 6, formariamos 3+5 = 8
e o somarfamos com 6 obtendo (34 5)+6 =8+ 6 = 14.

Por outro lado, poderiamos somar a com (b+c), obtendo o nimero
a+ (b+c). No exemplo acima, isso nos daria 3+ (5+6) = 3+11 = 14.

Acontece que a adigdo tem também a seguinte propriedade:

Propriedade associativa da adigao. Quaisquer que sejam os nu-

meros a, b e ¢ de N, tem-se

(a+b)+c=a+ (b+c).

Problema 1.3. Utilizando as propriedades comutativa e associativa

da adigao, mostre que os 12 modos de somar trés nimeros a,b e c:
(a+b)+c, at+(b+c), (a+c)+b, a+(c+b), (b+a)+e, b+ (a+c),
(b+c¢)+a, b+ (c+a), c+(b+a),(c+a)+b, c+(a+b), (c+b)+a,
dao o mesmo resultado.

Adicao e Ordem. Ha uma relacao de compatibilidade entre a ordem

e a adigdo de ntimeros naturais, que é a seguinte:

Dados trés nameros naturais a, b e ¢ quaisquer,

se a<b, entdo a+c<b+c
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De fato, se a estd a esquerda de b, entao ao deslocarmos a e b

simultaneamente de ¢ posi¢oes a direita, nao é dificil aceitar que a+ ¢

se mantém & esquerda de b+ c.

..%@%%@*H@%%%

A propriedade acima admite uma reciproca, ou seja:

Dados trés nameros naturais a, b e ¢, quaisquer,

se a+c<b+4+c, entdao a<b.

Prova-se esta propriedade utilizando a tricotomia. De fato, su-
ponhamos que a + ¢ < b+ ¢. Pela tricotomia, temos uma das trés
possibilidades:

b<a, b=a, ou a<hb.

A primeira possibilidade nao pode ser verificada, pois se b < a,
terfamos b + ¢ < a + ¢, pela propriedade ja provada, o que estd em

contradicao com a nossa hipotese a +c < b+ c.

A segunda possibilidade também nao pode ser verificada, pois se
a = b, terlfamos a + ¢ = b+ ¢, o que também estd em contradicao com

a nossa hipotese.

So resta portanto a tnica possibilidade: a < b.

Vocé percebeu que utilizamos a tricotomia diversas vezes na prova

acima?
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Problema 1.4. Mostre que dados trés ntmeros naturais a, b e c,

quaisquer,

se at+c=b+c, entdo a=0=o.

Problema 1.5. Usando a propriedade de compatibilidade da adigao

com a ordem e a transitividade da ordem, mostre que:

Se a<b e c<d, entdoa+c<b+d.

Vale a reciproca dessa propriedade?

SUGESTAO: Usando a compatibilidade da adi¢cdo com a ordem, some ¢
a ambos os lados da primeira desigualdade, some b a ambos os lados da
segunda desigualdade. Finalmente, compare as novas desigualdades

assim obtidas.

1.4 Subtracgao

Dados dois niimeros naturais a e b tais que a < b, o ntmero
de deslocamentos para a direita partindo de a para atingir b sera

representado por b — a e serd chamado de diferenca entre b e a.

Por exemplo, dados a = 3 e b = 7, é preciso deslocar 3 para a

direita de 4 posigoes para alcangar 7, logo 7 — 3 = 4.

Portanto, pela definicao de b — a, temos que

a+(b—a)=0. (1.1)
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A SEC. 1.4: SUBTRACAO 11

O numero b — a é também o quanto devemos deslocar b para a

esquerda para alcancar a.

Devido a equagao (1.1), o nimero b—a pode ser interpretado como

o quanto falta a a para atingir b.

Portanto, da equagao (1.1) e do Problema 1.4, seque que se tiver-
mos uma igualdade entre ntimeros naturais do tipo a 4+ ¢ = b, entao

c=b-a.

Problema 1.6. Tenho 50 reais, mas uma bicicleta custa 200 reais,

quanto falta para eu poder comprar a bicicleta?
Problema 1.7. Mostre que se ¢ < a < b, entdo a —c < b —c.

Note que a — a = 0, pois devemos deslocar a de zero para atingir

a; ou seja nao falta nada a a para atingir a.

Note também que a — 0 = a, pois devemos deslocar 0 de a para a

direita para atingir a; ou seja, falta a a zero para atingir a.

Observe que, no contexto dos ntimeros naturais, s6 faz sentido
formar a diferenca b — a quando b > a: caso contrario, isto é, se
b < a,

nao ha como deslocar b para a esquerda para alcangar a, ou o que é

0 mesmo, nao ha como deslocar a para a direita para atingir b.

Quando a < b, a diferenga b — a, entre b e a, define uma operagao

sobre pares de ntimeros naturais (a, b), que chamaremos de subtragao.
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12 B CAP. 1: OS NUMEROS NATURAIS

A subtracdo é a operacao inversa da adicao, pois ao deslocarmos a
para a direita de b posigoes encontramos a + b, depois ao deslocarmos

a + b para a esquerda de b posigoes voltamos para a. Em simbolos:

(a+b)—b=a.

Reciprocamente, se deslocarmos b para a esquerda de a posi¢oes
encontramos b — a, depois ao deslocarmos b — a para a direita de a

posicoes encontramos b. Em simbolos:

(b—a)+a=h.

Quando b > a, o nimero b— a nos auxilia na contagem de quantos
nimeros inteiros maiores ou iguais a a e menores ou iguais a b existem.

Para contar esses ntimeros considere a sequéncia:
a+0,a+1, a+2, a+3,..., a+(b—a)=0b,

cujo nimero de elementos é igual ao ntumero de naturais entre 0 e

b — a, inclusive, o que nos da exatamente b — a + 1 ntimeros.

Portanto,

se a<b, ointervalo [a,b] possui b—a+ 1 elementos.

Problema 1.8. Quantos niimeros naturais existem maiores ou iguais

a 37 e menores ou iguais a 727

Problema 1.9. Quantos ntmeros naturais existem em cada um dos

intervalos (32, 75], [32,75) e (32,75)7
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Problema 1.10. Se a < b, quantos nimeros naturais existem nos
intervalos (a, b], [a,b) e (a,b)?
1.5 Miltiplos
Dado a € N, podemos considerar os multiplos de a:
0 vezes a (nenhuma vez a), uma vez a, duas vezes a, trés vezes a
etc., obtendo assim a sequéncia:
Oxa=0, 1xa=a, 2Xa=a4+a, 3Xa=a+a+a,
Por exemplo, 0 dazias, uma dizia, duas dizias, trés duzias etc.,
sao os multiplos de 12.
Outro exemplo é dado pelos multiplos de 2:
0, 2, 4, 6, 8, 10,
que sao chamados de nimeros pares. Um niimero que nao é par é
chamado de impar.
Problema 1.11. Os nimeros impares sao miltiplos de algum niamero
fixado maior do que 1?7 Vocé seria capaz de justificar de modo con-
vincente a sua resposta?
Problema 1.12. Liste os 10 primeiros miltiplos de 5.
Problema 1.13. Descubra quantos multiplos de 7 existem entre 14
e 63, inclusive.
No
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Solu¢ao: O modo mais direto de proceder é listar esses nimeros para

depois conté-los:

14, 21, 28, 35, 42, 49, 56, 63.
Assim, concluimos que esses sdo 8 em nimero.

Problema 1.14. Descubra quantos multiplos de 7 existem entre 14

e 7000, inclusive.

Soluc¢ao: Resolver o problema listando todos esses niimeros, como na
solugado do Problema 1.13, seria muito trabalhoso. Podemos abor-
dar o problema fazendo-o recair num caso ja considerado e de facil

resolugao:

2x7(=14), 3x7, 4x7, ... , 1000 x 7 (= 7000).

Agora é s6 contar quantos sao os niimeros de 2 a 1000, que sabe-
mos serem 1000 — 2+ 1 = 999.

Note que o tnico miltiplo de 0 é apenas o 0. Todos os niimeros
sao multiplos de 1 e de si proprios. Note também que, pela defini¢ao
de maltiplo, um multiplo nao nulo, isto é diferente de zero, de um

ntmero a > 0 é sempre maior ou igual do que a.

Assim, temos a seguinte propriedade importante:

Seaxb=0,entdo a=0o0ub=0.

¥
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Problema 1.15.
(a) Quantos multiplos de 8 existem entre 32 e 8000, inclusive?

(b) Quantos nimeros pares existem entre 3211 e 63217

(c¢) Quantas duzias podemos formar com 180 laranjas? E com 220

laranjas?

(d) Quantas semanas formam 280 dias? E 360 dias?

Problema 1.16. Seja ¢ # 0.

(a) Mostre que
0<c<2xe<3xec<4dxe<dxe.

Fica assim “bastante evidente”, por analogia, ou por indu¢ao empirica,
que se a < b, entdo a x ¢ < b x ¢ (uma prova rigorosa disto pode ser

dada usando Inducao Matemaética).

(b) Mostre que vale a reciproca da propriedade acima, isto é que se

axc<bxc,entao a <b.

SUGESTAO: Mostre que qualquer uma das opg¢oes, a = b ou b < a,
implica numa contradigao, restando assim, por tricotomia (recorde

que a ordem ¢ total), a tnica possibilidade: a < b.
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1.6 Multiplicacao

Tomar multiplos define uma operagao nos niimeros naturais, a X b,

que se 1& a vezes b, representando o multiplo a vezes b de b. Assim,

0, se a =0,
b, se a=1,
b+b+---+b, sea>1.
—_——

a parcelas

axb=

O ntmero a X b sera chamado o produto de a por b e serd também

denotado por ab, quando nao houver risco de confusao.

Exemplos: 2 x 3 = 3+ 3 = 6, 3x2 =2424+2 =6,
bx2=2+242+24+2=10, 2x5=5+5=10 etc.

Dos exemplos acima temos que

2x3=6=3%x2 e 5x2=10=2x25.
De novo, isto nao é mera coincidéncia, pois ocorre sempre. Vamos

admitir que a multiplicacao possua a seguinte propriedade:

Propriedade comutativa da multiplicagcao. Quaisquer que sejam

os numeros naturais a e b, temos que

axb=>bxa.

De modo semelhante & adicao, a multiplicagdo também possui a

seguinte propriedade:
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Propriedade associativa da multiplicagao. Quaisquer que sejam

os nimeros naturais a, b e ¢, temos que

ax (bxc)=(axb)xec.

Problema 1.17. Mostre que ser miltiplo é uma relagao transitiva,
isto é, se ¢ é miltiplo de b e b é miltiplo de a, entao ¢ é maltiplo de

a.

Recorde que definimos a multiplicaggo nos numeros naturais
através da nocao de maultiplo, que em tltima andlise se reduz a ir
somando, sucessivamente, a copias de um mesmo ntmero b. E por-
tanto natural esperar que as operacgoes de adicao e de multiplicagao
tenham uma forte relacdo. Uma dessas relagoes se da através da pro-

priedade distributiva que passamos a discutir.

Propriedade distributiva da multiplicagao com relagao a
adigao. Considere dois miltiplos de um mesmo nimero natural, por

exemplo 6 x 12 e 3 x 12, somando esses niimeros obtemos

6x124+3x12 = 6x124 (1 x12+2x12)
= (6x12+1x12)4+2x12

Tx124 (1x 1241 x 12)

(Tx1241x12)+1 x 12

X 12+1x12

= 9x12=(6+3)x12.

Um procedimento como o acima, mais um argumento de indugao
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que nao queremos explicitar agora, permitiria mostrar que, em geral,
dados nameros naturais a, b e ¢, tem-se que
(a+b)xc=axc+bxec.
Problema 1.18. Mostre que
cx(a+b)=cxa+cxb.
Problema 1.19. Mostre que a soma de dois multiplos de um mesmo
nimero é multiplo desse ntmero.
Propriedade distributiva da multiplicagao com relagao a sub-
tragao. Podemos agora mostrar que se a < b, entao
cx(b—a)=cxb—cxa.
De fato, temos que
cxa+tex (b—a)=cxa+(b—a)]=cxb.
Assim, pela definicdo da subtracao, temos que
cx(b—a)=cxb—cxa.
Problema 1.20. Mostre que a diferenga de dois multiplos de um
mesmo nimero, quando faz sentido, é miltiplo desse nimero.
T
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Problema 1.21. Sejam dados ntmeros naturais a, b e ¢ tais que a é
miltiplo de c¢. Mostre que a + b é miiltiplo de c se, e somente se, b é

miultiplo de c.

Multiplicagao e Ordem. A relagao entre a adigdo e a ordem se
reflete numa relacao entre a multiplicagdo e a ordem que ja tivemos

oportunidade de abordar no Problema 1.16:

Sea<bec>0,entdo c X a < cXxb.

Problema 1.22. Mostre que o menor elemento do conjunto dos

miltiplos nao nulos de um ntmero natural a > 0 é o proprio a.

1.7 Miultiplos Comuns

Um conceito importante é o de miltiplo comum de dois ntimeros.

Por exemplo, considere a sequéncia dos multiplos de 3:
0, 3, 6, 9, 12, 15, 18, 21, 24, 27, 30, 33, 36, 39, 42, 45,...
e a sequéncia dos multiplos de 5:

0, 5, 10, 15, 20, 25, 30, 35, 40, 45,...

Assim, a sequéncia dos niimeros que sdo simultaneamente multi-
plos de 3 e de 5 é:
0, 15, 30, 45,...
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Vocé saberia continuar a sequéncia acima? Aparentemente, trata-
se da sequéncia dos multiplos de 15, ou seja, os miltiplos do menor

miltiplo comum n&o nulo de 3 e de 5, que é 15.

Isso é absolutamente correto e é um resultado geral que provare-

mos a seu tempo.

Problema 1.23. Determine os dois primeiros miltiplos comuns de

4 e 14. Como vocé continuaria esta sequéncia?

Se a e b sdo nimeros naturais nao nulos, sabemos por defini¢ao
que o nimero a X b ¢ um multiplo nao nulo de b. Por outro lado, pela
propriedade comutativa da multiplicagao, tem-se que ele é também
um multiplo de a. Assim, o conjunto dos miltiplos comuns de a e b,

além de conter o nimero 0, contém também o nimero a x b # 0.

Definigao. O menor multiplo comum nao nulo de dois ntimeros na-
turais nao nulos a e b é denotado por mmec(a,b) e serd chamado de

minimo muiltiplo comum! de a e b (ou abreviadamente mmc).

Problema 1.24. Ache o mmc dos seguintes pares de ntimeros:

3ed; 6ell; 6e8 3e9.

Voce percebeu que algumas vezes mmc(a,b) = a X b e outras
vezes nao? Qual seré a razao? Desvendaremos mais este mistério no
Capitulo 3.

'Este ntmero existe em fungao da observacdo acima e do Principio da Boa
Ordem.
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1.8 Potenciacao
Dados dois niimeros naturais a # 0 e n qualquer, definimos a
operacgao de potenciagao como segue:
1, se n =0,
=1 W se n =1,
axXax---xXa, sen>1.
—_——
n fatores
Define-se também 0™ = 0, para todo n # 0.
Exemplo: 20 =1, 21 =2, 22=2x2=4,23=8, 02=0 etc.
Observacao. Fica de fora 0°, que ndo é definido.
Problema 1.25. Convenca-se de que a potenciagao possui as seguin-
tes propriedades:
(a) 1" =1; (b) a"a™ = a™t™;
(c) (a")™ =a™™; (d) a™b™ = (ab)".
Existem também férmulas para escrever a poténcia de uma soma.
Por exemplo,
(a+b)? = a® + 2ab + b?,
(a+b)> = a® + 3a*b + 3ab® + b°,
(a+b)* = a® + 4a®b + 6a%0* + 4ab® + b*.
-



22 B CAP. 1: OS NUMEROS NATURAIS

Em geral, (a+b)" se escreve como a soma dos produtos de potén-
cias a’t’, onde i + j = n, multiplicados por certos ntimeros naturais.
Esta férmula geral que nao apresentaremos aqui é chamada de for-
mula do bindémio de Newton. Para maiores informacgoes sobre esta
férmula, veja o texto sobre inducgao do autor, ji citado anteriormente

e listado na bibliografia no final do livro.

Problema 1.26. Desenvolva (a + b)°.
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Capitulo 2

Representacao dos Naturais

2.1 O Sistema Decimal

Os numeros naturais foram representados ao longo da histéria de
varios modos distintos. O modo universalmente utilizado na atuali-
dade é a representacao decimal posicional. Esse sistema, variante do
sistema sexagesimal utilizado pelos babilonios ha cerca de 1700 anos
antes de Cristo, foi desenvolvido na China e na India. Nesse sistema,
todo niimero natural é representado por uma sequéncia formada pelos
algarismos

0,1, 2 3,4,5 6,7, 8, 9.

Por serem 10 esses algarismos, o sistema é chamado de decimal.
O sistema é também dito posicional, pois cada algarismo, além de seu
valor intrinseco, possui um peso que lhe é atribuido em funcao de sua

posicao dentro da sequéncia. Esse peso é uma poténcia de 10 e varia

23
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do seguinte modo:

O algarismo da extrema direita tem peso 10° = 1; o seguinte,
sempre da direita para a esquerda, tem peso 10' = 10; o seguinte tem

peso 102 = 100; o seguinte tem peso 103 = 1000 etc.

Assim, o nimero 1458, no sistema decimal representa o nimero

1x10°+4x10%2+5x 10+ 8.

Os zeros & esquerda em um numero sao irrelevantes, pois por exem-

plo,

0231 =0x 102 +2x 102 +3x10+1=2x 10> +3 x 10 + 1 = 231.

Cada algarismo de um ntmero possui uma ordem, contada da
direita para a esquerda. Assim, no exemplo acima, o 8 é de primeira
ordem, o 5 de segunda ordem, o 4 de terceira ordem e o 1 de quarta

ordem.

Cada trés ordens, também contadas da direita para a esquerda,
constituem uma classe. As classes sao usualmente separadas por um
ponto. A seguir, damos os nomes das primeiras classes e ordens:

unidades 12 ordem
Classe das Unidades dezenas 22 ordem

centenas 32 ordem

unidades de milhar 42 ordem

Classe do Milhar dezenas de milhar 5% ordem

centenas de milhar 62 ordem
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unidades de milhao 72 ordem
Classe do Milhao dezenas de milhao 82 ordem

centenas de milhao 92 ordem

Problema 2.1. Determine a soma de todos os miiltiplos de 6 que se

escrevem no sistema decimal com dois algarismos.

Problema 2.2. Fixe trés algarismos distintos e diferentes de zero.
Forme os seis niimeros com dois algarismos distintos tomados dentre
os algarismos fixados. Mostre que a soma desses niimeros ¢ igual a 22

vezes a soma dos trés algarismos fixados.

Problema 2.3. Nos tempos de seus avos nao existiam as calculadoras
eletronicas e por isso eram ensinadas varias regras de calculo mental.

Uma delas era a seguinte:

Seja @ um numero natural cujo algarismo da unidade é 5,
ou seja, a = 10g + 5, com ¢ um namero natural. Mostre que
a? = 100q(q + 1) + 25. Com isto, ache uma regra para calcular
mentalmente o quadrado de a. Aplique a sua regra para calcular os
quadrados dos nimeros; 15, 25, 35, 45, 55, 65, 75, 85, 95, 105

e 205.

Problema 2.4. Qual é o menor niimero de dois algarismos? E qual
é¢ o maior? Quantos s@o os nimeros de dois algarismos? Quantos

algarismos precisa-se para escrevé-los?

Problema 2.5. Quantos algarismos sao usados para numerar um

livro de 300 paginas? Quantas vezes usa-se cada algarismo?

Curiosidade. Existe uma férmula interessante para descrever o nii-

mero Q(z) de algarismos necessarios para escrever todos os numeros
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naturais de 0 a x, no sistema decimal:
Qz) = n(@+1) = (10" + - +10),

onde n é o namero de algarismos de x (cf. Revista do Professor de
Matemdtica, n. 5, p. 32).

Utilize esta férmula para conferir a sua resposta ao Problema 2.5.

2.2 Critérios de Multiplicidade de 2, 5 e 10

Critérios de multiplicidade sao alguma regras praticas para decidir

se um dado nimero é multiplo de algum outro prefixado.

A seguir, veremos alguns desses critérios.

Seja dado um niimero n escrito no sistema decimal como

n=mn,---ning=n-10"+---+n110 + nop.

Podemos entao escrever
n=(n10""1 + - 4+ n1)10 + ny,

onde ng é o algarismo das unidades de n.

Reciprocamente, se n é da forma n = 10m + ng, onde ng é um dos

algarismos de 0 a 9, entao ng é o algarismo das unidades de n.

Problema 2.6. Mostre que o algarismo das unidades de um quadrado

perfeito, isto é, um ntmero da forma a?, onde a é um namero natural,
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s6 pode ser 0, 1, 4, 5, 6 ou 9.
Critério de multiplicidade de 2.
Inicialmente, consideremos a tabela:
2x0=0 2x5=10=10+0
2x1=2 2x6=12=10+2
2x2=4 2xT7T=14=10+4
2x3=6 2x8=16=10+6
2x4=28 2x9=18=10+38
Note que todo ntimero acima é um multiplo de 10 somado com
um dos numeros: 0, 2, 4, 6, ou 8.
Suponha agora que um dado ntmero natural n seja par, ou seja,
n = 2m, onde m é um numero natural. Escrevendo m da forma
m/'10 + mg, onde mg é o algarismo das unidades de m, temos
n = 2(m'10 + mg) = 2m'10 + 2my.
Sendo 2mgy um dos numeros da tabela, temos que ele é um mual-
tiplo de 10 somado com um dos ntmeros: 0, 2, 4, 6, ou 8. Logo,
n = 2m/10 4+ 2mg é um miltiplo de 10 somado com um dos ntimeros:
0, 2, 4, 6, ou 8, e, portanto, o seu algarismo das unidades é 0, 2, 4, 6,
ou 8.
Problema 2.7. Mostre a reciproca do que provamos acima, ou seja,
mostre que é par um numero cujo algarismo das unidades é um dos
algarismos 0, 2, 4, 6 ou 8.
-
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Juntando essas informagoes temos o seguinte resultado:

Teorema (Critério de Multiplicidade de 2)

Um numero € multiplo de 2 se, e somente se, o seu algarismo das

unidades € par.
Critério de multiplicidade de 5 e de 10.

Seja n um numero natural escrito na forma n = 10m + ng, onde
ng é o algarismo das unidades de n. Como 10m é multiplo de 5 e de
10, temos que n é miltiplo de 5 ou de 10 se, e somente se, ng ¢ mul-
tiplo de 5 ou de 10, respectivamente (cf. Problema 1.21). Isto ocorre
se, e somente se, ng = 0 ou ng = 9, no primeiro caso; € ng = 0, no

segundo. Assim, provamos o seguinte resultado:

Teorema (Critério de Multiplicidade de 5 ou de 10)

Um nimero é maltiplo de 5 se, e somente se, o seu algarismo das
untdades for 0 ou 5. Um nidmero é mailtiplo de 10 se, e somente se,

o seu algarismo das unidades for 0.
Problema 2.8. Determine se é multiplo de 2, de 5 ou de 10 cada

namero a seguir:

17, 22, 25, 28, 30, 35420, 523 475.

Problema 2.9. Com a informacao de que 100 é miltiplo de 4 e de
25, vocé seria capaz de achar um critério de multiplicidade de 4 ou de
257

SUGESTAO: Note que um namero n = n, ---nyning pode ser escrito

na forma n = n,---ny x 100 + ninyg.

¥
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Problema 2.10. Com a informagao de que 1000 é miltiplo de 8
(respectivamente de 125), vocé seria capaz de achar um critério de
multiplicidade de 87 (respectivamente de 1257)
SUGESTAO: Note que um niimero n. = n,. - - - ngnaning pode ser escrito
na forma n = n, ---ng x 1000 + naning.
2.3 Critérios de Multiplicidade de 9 e de 3
Inicialmente note os seguintes fatos:
10-1=9=1x9,
102-1=100-1=99=11x9,
10 —1=1.000—1 =999 = 111 x 9,
10 —1=10000—1=9999 = 1111 x 9.
Em geral, para n um nimero natural nao nulo, temos
10" —1=11---1x9.
—_—
n vezes
Portanto, todos os ntimeros da forma 10™ — 1 sao multiplos de 9
e também de 3, ja que 9 é miltiplo de 3.
Seja dado agora um ntmero n escrito no sistema decimal como
n=mng--ning = n10" +--- +n110 + nog.
Subtraiamos a soma n,+- - -+n1+ng, dos algarismos que compoem
-
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0 namero n, de ambos os lados da igualdade acima:

n—n,+---4+n+n) = n 10" —n,+---+n110 —ny +ng — ng
(10" = )ny + -~ + (10 — 1)ny.

Note agora que a tultima expressao é sempre multiplo de 9 (logo, de
3). Portanto, pelo Problema 1.21, temos que n é multiplo de 9 ou de
3 se, e somente se, o nimero n, + - - - + n; + ng é miltiplo de 9 ou de

3. Assim, obtemos o seguinte resultado:

Teorema (Critério de Multiplicidade de 9 ou de 3)

Um nimero n = n,---ning € miltiplo de 9 ou de 3 se, e somente se,

o nimero n,+- - -+ni+mng for miltiplo de 9 ou de 3, respectivamente.

O teorema acima reduz o problema de saber se um dado ntmero é
miltiplo de 9 ou de 3 ao problema de saber se um outro namero obtido
a partir desse é miltiplo de 9 ou de 3. O que ganhamos com isto?
Bem, o ntmero n, + - - - 4+ nq + ng é consideravelmente menor do que
n e se ele ainda for grande podemos aplicar o teorema a ele obtendo
um ndmero ainda menor e assim, sucessivamente, até encontrar um

nimero para o qual seja facil decidir se € multiplo de 9 ou de 3.

Por exemplo, dado o ntmero 257 985921, somando os seus alga-
rismos obtemos 2+54+74+94+8 4+ 549+ 2+ 1 = 48. Repetindo o
mesmo procedimento para o numero 48, obtemos 4 + 8 = 12, o qual
¢ multiplo de 3 mas nao de 9. Logo, o nimero dado inicialmente é

miltiplo de 3, mas nao multiplo de 9.

Problema 2.11. Determine se é multiplo de 3 ou de 9 cada um dos
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nimeros a seguir:

108, 111, 225, 328, 930, 35424, 523476

2.4 Numeros Primos

Os numeros primos sdo nimeros especiais que desempenham um
papel importante dentro da teoria e entre outras coisas os seus pro-
dutos representam todos os nimeros naturais, como veremos ainda

nesta se¢ao.

Defini¢ao. Um nimero natural diferente de 0 e de 1 e que é apenas
miltiplo de 1 e de si proprio é chamado de niumero primo. Um ntimero

diferente de 0 e de 1 que nao é primo é chamado de nidmero composto.

Por exemplo, 2, 3, 5 e 7 sao ntmeros primos, enquanto 4, 6 e 8

sao numeros compostos, por serem multiplos de 2.

Mais geralmente, todo ntimero par maior do que 2 nao é primo,

ou seja, é composto (justifique).

Note que a defini¢cao acima nao classifica os niimeros 0 e 1 nem
como primos nem como compostos. Exceto esses dois niimeros, todo

nimero natural ou é primo ou é composto.

Problema 2.12. Diga quais dos seguintes niimeros sao primos e quais

sao compostos:

9,10,11,12,13, 15,17, 21, 23, 47, 49.

Certamente, os ntimeros compostos sao em numero infinito, pois
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ja os nimeros pares diferentes de 2 s8o0 em numero infinito (justifique).

Uma pergunta que surge espontaneamente é a seguinte: Quantos

s80 os numeros primos?

Euclides de Alexandria, em 300 a.C., ou seja, ha mais de 2300

anos, mostrou que existem infinitos niimeros primos.

Como terd Euclides feito isto? Sera que ele exibiu todos os niime-
ros primos? Seria isto possivel? Veremos na proxima se¢do como ele

realizou esta facanha.

Determinar se um dado ntimero é primo ou composto pode ser
uma tarefa muito ardua. Para se ter uma ideia da dificuldade, voceé

saberia dizer se o nimero 241 é primo?

Muito mais dificil é decidir se o ntimero 4294 967 297 é primo ou
composto. O matematico francés Pierre de Fermat (1601-1655) afir-
mou que esse niamero é primo, enquanto o matemaéatico suico Leonhard
Euler (1707-1783) afirmou que é composto. Qual deles estava com a

razao? Daremos a resposta na Segao 4.5.

A tarefa de decidir se um nimero é primo ou multiplo de outro
pode ser ligeiramente auxiliada com critérios de multiplicidade, como

0s que vimos nas Segoes 2.2 e 2.3.
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2.5 O Crivo de Eratoéstenes

Um método muito antigo para se obter de modo sistemaético

1

ntimeros primos é o chamado Crivo de FEratdstenes,” devido ao

matematico grego Eratostenes.

A eficiéncia do método é baseada na observacdo bem simples a
seguir.

Se um numero natural ¢ > 1 é composto, entao ele é miltiplo de
algum ntmero primo p tal que p? < a. Equivalentemente, é primo
todo niimero a que nao é multiplo de nenhum ntmero primo p tal que

p? < a.

De fato, se a é composto e p é o menor niimero primo do qual
a é multiplo, entao a = p x b, onde p e b sdo menores do que a.
De todo modo, sendo b primo ou composto, ele sera miltiplo de um
ntmero primo ¢q. Como a é multiplo de b e b é multiplo de ¢, pela
transitividade da relagao de ser multiplo (Problema 1.17), temos que
a é também miltiplo de ¢ e sendo p o menor primo do qual a é

miltiplo, temos p < ¢. Logo, p?> < p x q < a.

Por exemplo, para mostrar que o ntamero 221(= 13 x 17), é com-
posto, bastaria testar se ele é multiplo de algum dos niimeros pri-
mos p = 2,3,5,7,11 ou 13, j4 que o proximo primo 17 é tal que

172 = 289 > 221.

Para se obter os niimeros primos até uma certa ordem n, escreva

os nameros de 2 até n em uma tabela.

LA palavra crivo significa peneira. O método consiste em peneirar os niimeros
naturais em um intervalo [2,n], jogando fora os nimeros que ndo sdo primos.
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O primeiro desses numeros, o 2, é primo, pois nao é miltiplo de
nenhum ntmero anterior. Risque todos os demais miltiplos de 2 na

tabela, pois esses nao sao primos.

2

O primeiro nimero nao riscado nessa nova tabela é o 3 que é
primo, pois nao é multiplo de nenhum niimero anterior diferente de 1.
Risque todos os demais multiplos de 3 na tabela, pois esses ndo sao

primos.

O primeiro ntimero maior que 3 e nao riscado na tabela é o 5 que
é um numero primo, pois nao é multiplo de nenhum ntmero anterior

diferente de 1. Risque os demais multiplos de 5 na tabela.

O primeiro niimero maior do que 5 e que nao foi riscado é o 7, que

é primo. Risque os demais multiplos de 7 na tabela.

Ao término desse procedimento, os ntimeros nao riscados sdo todos

0s primos menores ou iguais a n.

Note que o procedimento termina assim que atingirmos um
namero primo p tal que p> > n, pois, pela observacido que fizemos
acima, ja terfamos riscado todos os niimeros compostos menores ou

iguais a n.

Exibimos a seguir o resultado do crivo para n = 250. Note que,
neste caso, o procedimento termina tao logo cheguemos ao niimero

primo p = 17.

¥
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2 3 ) 7 11 | 13 | 17 | 19 | 23 | 29
31 | 37 | 41 | 43 | 47 | 53 | 59 | 61 | 67 | T1
730 79 | 8 | 89 | 97 | 101 | 103 | 107 | 109 | 113
127 | 131 | 137 | 139 | 149 | 151 | 157 | 163 | 167 | 173
179 | 181 | 191 | 193 | 197 | 199 | 211 | 223 | 227 | 229
233 | 239 | 241

Note que a diferenca de dois niimeros primos consecutivos, exce-

tuando 2 e 3 (que diferem de 1) ¢ de no minimo 2 (justifique).

Dois primos consecutivos sao chamados primos gémeos se eles
diferem de 2.

Assim, consultando a tabela dos primos acima, os seguintes sao
pares de primos gémeos:
(3,5), (5,7), (11,13), (17,19),(29,31), (41,43), (59,61), (71,73),
(101,103), (107,109), (137,139), (149,151), (179,181), (191,193),

(197,199), (227,229), (239,241).

O que é surpreendente é que até o presente momento os matemati-
cos ainda nao saibam dizer se os pares de primos gémeos formam um

conjunto finito ou infinito.

Trés primos consecutivos serao chamados primos trigémeos se a

diferenca entre cada dois primos consecutivos da terna é 2.

Por exemplo, (3,5,7) é uma terna de primos trigémeos. Vocé seria

capaz de exibir outra terna de primos trigémeos?

Ao contréario dos pares de primos gémeos, vamos mais adiante ver

que serd muito facil responder & questao da finitude ou nao dessas
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ternas.

Outro problema muito simples de ser enunciado, mas que ainda

nio tem resposta, é a chamada Conjectura de Goldbach.?

O matematico prussiano® Christian Goldbach, numa carta de 7 de
junho de 1742 enderegada a Leonhard Euler, o maior matemético da
época e um dos maiores mateméticos de todos os tempos, propos que

se provasse que todo nimero maior do que 5 é a soma de trés primos.

Por exemplo, 6 =24+2+2, 7=3+2+2, 8=3+3+42,
9=54+2+4+2, 10=54+3+2, 11 =5+3+3 =7+2+2,
12=54+5+2=3+T7+ 2 etc.

Euler respondeu que acreditava nessa conjectura, porém nao sabia
demonstra-la, mas que ela era equivalente a mostrar que todo ntimero

par maior ou igual do que 4 era soma de dois nimeros primos.

Por exemplo, 4 =2+2, 6=343, 8=5+3, 10=34+7=5+5,
12 =547 etc.

Pois bem, esta conjectura, até o presente momento, nao foi

provada, nem desmentida.

Problema 2.13. Teste a Conjectura de Goldbach e a versao de Euler
para os nimeros de 14 a 40. Vocé acredita que esta conjectura seja

verdadeira?

20 termo conjectura numa linguagem mais coloquial significa palpite, chute.

3 A Prussia tem uma histéria muito rica dentro do contexto europeu dos séculos
18, 19 e 20, marcado por guerras interminaveis. No tempo de Goldbach a Prussia
era um reino muito pobre, mas que posteriormente tornou-se um potente império
chegando a ocupar grande parte da Europa do Norte. Para saber mais consulte o
seu professor de Historia.

“Aritmetica”
2009/6/29
page 37

Estilo OBME
—B



38 W CAP. 2: REPRESENTACAO DOS NATURAIS

Um outro problema proposto em 1845 pelo matematico francés
Joseph Bertrand (1822-1900) foi que, dado um ntamero natural n > 3,
sempre existe um nimero primo p no intervalo (n,2n—2). Cinco anos
depois, o matematico russo Pafnuti Chebyshev (1821-1894) provou de
modo surpreendentemente elementar, mas nao o suficiente para que

o fagamos aqui, que a afirmagao era verdadeira.

Problema 2.14. Usando a nossa tabela de primos, verifique o Pos-
tulado de Bertrand para n < 125.

H& uma conjectura semelhante ao Postulado de Bertrand, pro-
posta anteriormente pelo mateméatico francés Adrien-Marie Legendre
(1752-1833), mas que ainda nao foi provada nem desmentida, que ¢ a

seguinte:

Dado um ntimero natural n sempre existe um ntmero primo no
intervalo (n?, (n + 1)?).

Problema 2.15. Usando a nossa tabela de primos, verifique a Con-

jectura de Legendre para n < 15.

2.6 Teorema Fundamental da Aritmética

O método do Crivo de Eratéstenes nos mostra que dado um
nimero natural a, existe um ntmero primo py tal que ou a = pg, ou

a ¢ um miltiplo nao trivial de py; isto é, a = pgai, com 1 < a; < a.

Se a segunda possibilidade é verificada, segue que existe um

nimero primo pi;, tal que ou a3 = pi, ou a; = piaz, onde
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A SEC. 2.6: TEOREMA FUNDAMENTAL DA ARITMETICA 39
1< as <ap <a. Assim,
a = pop1, Ou a=pop1az.

Continuando a argumentagdo para ao, temos a = pgopip2, ou

a = pop1p2as, para algum primo pg e 1 < agz < as < a1 < a.

Note que desigualdades como a acima nao podem continuar in-
definidamente (justifique). Logo, para algum r, o nimero a, é um
primo p,, obtendo desse modo uma decomposicao de a em fatores
primos:

a = pip2 - Pr-

Obtemos, assim, o seguinte resultado que se encontra no livro Os

FElementos de Euclides de Alexandria.

Proposicao (Euclides)

Todo nimero natural a > 1, ou é primo, ou se escreve como produto

de mumeros primos.

Prova-se com um pouco mais de trabalho, que faremos na Secao
3.9, que esta escrita é tinica a menos da ordem dos fatores. Com esta
informacao adicional, o resultado de Euclides pode ser reformulado

do seguinte modo:

Teorema Fundamental da Aritmética

Dado um numero natural a > 2, existem um numero r > 0, numeros
primos p1 < --- < p, € numeros naturais nao nulos ni,...,n, tais
que

— 1 Ny
a=py P
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além disso, esta escrita € unica.*
Problema 2.16. Decomponha em produtos de primos os seguintes
nameros: 4, 6, 8, 28, 36, 84, 320 e 2597.

SUGESTAO: Para o numero 2597, note que se esse nimero ¢ com-
posto ha certamente um nimero primo p < 51 que o divide, pois
512 > 2597 (veja a observacio que fizemos ao descrevermos o Crivo

de Eratostenes).

Vamos aproveitar que ja temos os ingredientes para dar a demons-

tracao de Euclides de que existem infinitos niimeros primos.

Suponha por absurdo que os niimeros primos sejam em ndamero
finito e seja a o produto de todos eles. O ntimero a+ 1 nao seria primo
pois ele seria maior do que qualquer ntimero primo. Logo, a+ 1 sendo
composto, ele seria miltiplo de algum nimero primo ¢. Mas sendo
a também miltiplo de ¢, teriamos, pelo Problema 1.21, que 1 seria

miltiplo do ntimero primo ¢, o que é um absurdo.

E foi assim que o astuto Euclides provou que existem infinitos
niimeros primos, sem ter o trabalho de exibi-los todos. O método
utilizado na prova acima é chamado de redu¢do ao absurdo e consiste
em negar a afirmagao que se quer provar e mostrar que isto leva a uma
contradigdo. Assim, mostra-se que a negacao da afirmacao é falsa e,

portanto, a propria afirmacao é verdadeira.

4Observe que ordenamos os primos que intervém na fatoracio de a por ordem
crescente, dai a unicidade da escrita. Esta parte do teorema nao se encontra
nos Elementos de Euclides, apesar daquela obra conter todos os ingredientes para
prova-la. A prova completa foi dada por Gauss mais de dois séculos depois e
acredita-se que Euclides nao a fez por falta de notagoes adequadas.
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Os numeros primos se distribuem dentro de N de modo bastan-
te irregular. J& vimos que existem primos consecutivos cuja diferenca
é 2: sao os primos gémeos. Por outro lado, dado um ntmero n arbi-
trario, existem dois primos consecutivos cuja diferenca é maior do

que n.

De fato, dado n, considere o nimero a = 1 x2x3 X ---xn. Assim,
a+2,a+3, a+4, ..., a+n,

sao inteiros consecutivos todos compostos, pois a + 2 é miltiplo de 2,
a + 3 é multiplo de 3, ..., a + n é multiplo de n. Sejam p o maior
primo menor do que a + 2 e ¢ 0 menor primo maior do que a +n
(que existe pois os primos sao infinitos); logo p e ¢ s@o dois primos

consecutivos, com g — p > n.

Alguns dos problemas mais profundos ainda por resolver estao
relacionados com a distribuigdo dos ntmeros primos dentro da se-

quéncia dos niimeros naturais.
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Capitulo 3

Os Inteiros e suas

Propriedades

3.1 Os Inteiros

Dados dois niimeros naturais a e b, até o momento, o ntmero
b — a s6 foi definido quando b > a. Como remediar esta situacao? O
jeito que os matematicos encontraram para que seja sempre definido
o namero b — a foi o de ampliar o conjunto dos ntimeros naturais
formando um novo conjunto Z chamado de conjunto dos nimeros

inteiros, cujos elementos sao dados ordenadamente como segue:

@ OO~ ~D () -
Os numeros a esquerda do zero sao chamados de nidmeros nega-

tivos e os & direita sao chamados de ndmeros positivos. Os pares

42

¥
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de nameros 1 e —1, 2 e —2, 3 e —3 etc., sao chamados de numeros
simétricos. O elemento 0, que nao é nem positivo, nem negativo, é o

seu proprio simétrico.

Em Z temos uma relagao de ordem que estende a relacao de ordem
de N, onde declaramos a < b quando a se encontra a esquerda de b.
Esta relacao continua transitiva e total (i.e., satisfazendo & tricoto-
mia). Os intervalos em Z sao definidos de modo analogo aos intervalos
de N.

Representando por —a o simétrico de a, seja ele positivo, negativo

ou nulo, temos sempre que
—(—a) = a.

No conjunto Z, temos definida a adigao como segue:

Para todo ntmero inteiro a, definimos a + b como sendo o nimero
obtido pelo deslocamento de a para a direita de b posicoes, se b > 0 ou
de —b posigdes para a esquerda se b < 0. A adigdo no conjunto Z con-
tinua tendo as propriedades comutativa e associativa e é compativel

com a relacao de ordem.

Definimos a diferenga b — a como sendo o nimero obtido deslo-
cando b para a esquerda a posigoes, se a > 0; e deslocando b para a
direita —a posigoes, se a < (0. Isto define uma operagao em Z, sem
restrigdes, chamada de subtragdo. Assim, temos que a subtracio é a

operacao inversa da adicao e

b—a=>b+(—a).
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Problema 3.1. Mostre que em Z continua valendo a propriedade do
Problema 1.4.

Problema 3.2. Mostre que em Z continua valendo que (b—a)+a = b

e que (a+b) —b=a.

Problema 3.3. Mostre com exemplos que a subtracao nao é uma

operagao nem comutativa nem associativa.

Problema 3.4. Mostre que em Z um intervalo [a,b], onde a < b,

tem b — a + 1 elementos.

A multiplicagdo nos inteiros é definida como segue: Se a,b > 0,

sabemos o que é a X b. Definimos

(—a) x (=b) =a xb.

Assim, a X b esta definido para quaisquer inteiros a e b. A mul-
tiplicagao em Z continua sendo comutativa, associativa e distributiva

com relacao & adicao e a subtragao.

Tem-se também que se a X b = 0, com a e b inteiros, entao a = 0
oub=0.

Problema 3.5. Mostre que se a X ¢ = b X ¢, com ¢ # 0, entao a = b.

A multiplicacdo também continua compativel com a ordem, no

seguinte sentido:
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Sea<bec>0,entdao c xa < cxb.

Problema 3.6. Mostre com um exemplo que em 7Z nao vale a pro-
priedade:

Se a < b, entao a x ¢ < b x ¢, qualquer que seja c.
Nem a sua reciproca:

Se a X ¢ < b x ¢, entdo a < b, qualquer que seja c.

3.2 Multiplos Inteiros de um Ntumero

Dado um inteiro a, consideremos o conjunto dos miiltiplos inteiros

de a:
aZ ={a x d; d € Z}.

Problema 3.7. Mostre que os multiplos inteiros de um elemento a

possuem as seguintes propriedades:

(i) 0 é multiplo de a.

(ii) Se m é um multiplo de a, entdo —m é multiplo de a.
(iii) Um maualtiplo de um multiplo de a é um multiplo de a.

(iv) Se m e m’ sdo multiplos de a, entdo m+m’ e m—m’ sdo também

miultiplos de a.
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(v) Se m e m/ sdo multiplos de a, entdo e x m + f x m’ é multiplo
de a, quaisquer que sejam os inteiros e e f (note que (iv) é um caso

particular da presente propriedade).

(vi) Se m +m' ou m —m’ é multiplo de a e m é multiplo de a, entao

m/ é multiplo de a.

O mesmo resultado vale para os multiplos comuns de dois inteiros

a e b. De fato, o seguinte problema lida com esta situagao.

Problema 3.8. Mostre que os multiplos inteiros comuns de dois ele-

mentos a e b possuem as seguintes propriedades:
(i) 0 & multiplo comum de a e b.

(ii) Se m é um maltiplo comum de a e b, entdo —m ¢é multiplo comum
de aeb.

(iii) Um maltiplo de um multiplo comum de a e b é um multiplo

comum de a e b.

(iv) Se m e m’ sdo multiplos comuns de a e b, entdo m+m’ e m —m’

sao também miultiplos comuns de a e b.

(v) Se m e m’ sdo multiplos comuns de a e b, entdo e x m+ f x m’ é
multiplo comum de a e b, quaisquer que sejam os inteiros e e f (note

que (iv) é um caso particular da presente propriedade).

(vi) Se m +m’ ou m —m' é multiplo comum de a e b e m ¢ multiplo

comum de a e b, entao m’ é miltiplo comum de a e b.

Vimos que dois niimeros naturais a e b possuem sempre um mimc

que é um ntmero natural. Se um dos ntimeros a ou b é nulo e o outro

“Aritmetica”
2009/6/29
page 46

Estilo OBME
—B



A SEC. 3.3: DIVISORES 47

é um inteiro qualquer, entao esses ntmeros s6 admitem o zero como
multiplo comum (justifique), que sera chamado do minimo multiplo
comum (mmc) de a e b. Se a e b sdo ambos nao nulos, mesmo que
nao sejam ambos positivos, entao define-se o minimo multiplo comum
(mmc) de a e b como sendo o menor miultiplo comum positivo; ou seja,

o menor elemento positivo do conjunto

aZ. N bZ.

Problema 3.9. Suponha que os ntumeros 216 e 144 sejam multi-
plos comuns de um determinado par de nimeros a e b. Mostre que
mmc(a, b) < 72.

SUGESTAO: Utilize a propriedade (iv) do Problema 3.8.

3.3 Divisores

Nesta secao olharemos a nogao de miltiplo sob outro ponto de

vista.

Definigao. Diremos que um ntmero inteiro d é um divisor de outro
inteiro a, se a é miltiplo de d; ou seja, se a = d X ¢, para algum inteiro

C.

Quando a é miltiplo de d dizemos também que a é divisivel por

d ou que d divide a.

Representaremos o fato de um nimero d ser divisor de um nimero

a, ou d dividir a, pelo simbolo d | a. Caso d nao divida a, escrevemos

dta.
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Assim, por exemplo, temos que

116, 2|6, 3|6, 6|6, —6|6, —3|6, —2|6, —1]6.

Além disso, se d ¢ {—6,—3,—2,-1,1,2,3,6}, entao d 1 6.

Temos também que 1 | a e d | 0, para todo d, inclusive quando

d = 0, pois 0 ¢ multiplo de qualquer néimero®.

Note também que se d | a, entdo —d | a,d | —a e —d | —a

Note que se a e d s@o nimeros naturais, com a # 0, e se d | a,
entao d < a. De fato, sendo ¢ um multiplo natural nao nulo do

nimero natural d, sabemos que a > d.

Problema 3.10. Mostre que das duas propriedades acima segue que,

se a é um inteiro nao nulo, os divisores de a sdo em numero finito.

Problema 3.11. Mostre que se a e b sao nmeros naturais nao nulos,

entdo a | b e b| a se, e somente se, a = b.
Os critérios de multiplicidade podem ser reenunciados como
critérios de divisibilidade.

Por exemplo, dado um niimero n = n, ...ning na sua represen-

tagao decimal, temos o resultado:

n € divisivel por 2 (ou seja multiplo de 2) se e somente se ng € um

numero par.

sto absolutamente néo quer dizer que podemos dividir zero por zero, pois
como 0 = ¢ x 0 para todo ¢, o “quociente” de 0 por 0 poderia ser qualquer nimero,
logo néao estaria bem definido.
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Problema 3.12. Enuncie critérios de divisibilidade por 3, 4, 5, 8, 9
e 10.

Utilizando a nogao de divisor, podemos também redefinir a nogao
de nimero primo como sendo um ntmero p > 1 que s6 possui 1 e o

préprio p como divisores positivos.

A divisibilidade possui véarias propriedades importantes decor-
rentes das propriedades dos multiplos e cuja utilizacao vai nos facilitar
a vida.

A relagao de divisibilidade ¢é transitiva, ou seja, se a | be b | c,
entdo a | c.

De fato, isto é o mesmo que a transitividade da relagao de ser

miultiplo (veja Problema 1.17).

Problema 3.13. Mostre as seguintes propriedades importantes da
divisibilidade:

(a)Sed|aed|b,entaod|(b+a)ed]| (b—a).
(b)Se d|(b+a)oud]|(b—a) e d|a, entdo d|b.

(¢) Conclua que d é um divisor comum de a e de b se e somente se d

é um divisor comum de a e de b — a.

Definigao. Dados dois ntimeros inteiros a e b nao simultaneamente
nulos, o maior divisor comum de a e b serd chamado de mdzimo divisor

comum de a e b e denotado por mdc(a, b).

Note que
mdc(a, b) = mdc(b, a).
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Problema 3.14.

(a) Mostre que mdc(0,0) nao existe.

(b) Mostre que

b, seb>0
mdc(o’b):{ b seb<0

(c¢) Mostre que se a # 0 ou b # 0, entao

mdc(a,b) = mde(—a, b) = mdce(a, —b) = mde(—a, —b).

O problema de determinar o mdc de dois nimeros é bem simples
quando os nimeros sao pequenos, pois neste caso podemos listar todos
os divisores comuns desses numeros e escolher o maior deles, que sera

o seu mdc.

Por exemplo, para calcular mdc(12, 18), determinamos os divisores

de 12, que sao:
+1, £2, £3, £4,46, £12;

e os divisores de 18, que sao:

+1, £2, £3, 46, +9, +18.

Tomando o maior divisor comum, obtemos: mdc(12,18) = 6.

No entanto, quando um dos dois nimeros for grande, esse método
fica impraticavel, pois achar os divisores de um niimero grande é muito
complicado. O que fazer entao? Fuclides, trés séculos antes de Cristo,

nos da uma solucdo para este problema descrevendo um algoritmo
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muito eficiente para fazer este calculo. O Algoritmo de Euclides, como
é conhecido o método por ele desenvolvido, serd descrito no préximo
capitulo e repousa numa generalizacdo da propriedade do Problema

3.13(c) que recordamos abaixo:

Um ntmero d é divisor comum de a e b, nao ambos nulos, se, e

somente se, ele ¢ um divisor comum de a e b — a.

Tomando o maximo divisor comum, obtemos a seguinte identi-
dade:
mdc(a, b) = mdc(a, b — a),

que permite ir reduzindo sucessivamente o calculo do mdc de dois

nameros ao célculo do mde de nimeros cada vez menores.

Como exemplo de aplicagdo, vejamos como isto vai permitir o

célculo de mdc(3264,1234):

mde(3264,1234) = mde(1234, 3264 — 1234) =
mdc(1234,2030) = mde(1234,2030 — 1234) =
mdc(1234,796) = mdc(796, 1234 — 796) =
dc(796,438) = mdc(796 — 438, 438) =
dc(358, 438) = mdc(358, 438 — 358) =
dc(358,80) = mdc(358 — 80, 80) =
dc(278,80) = mdc(198, 80) =
(
(
(
(
(
(

=)

=

=

=

=)

dc(118,80) = mdc(38,80) =

mdc(38,42) = mdc(38,4) =
mdc(34,4) = mdc(30,4) =
mde 26,4) = mdc(22,4) =
mdc(18,4) = mdc(14 )
mdc(10,4) = mdc(6,4) =
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As contas anteriores serao abreviadas de modo drastico com o
algoritmo de Euclides para o calculo do mdc que iremos apresentar

na Secao 3.8.

Problema 3.15. Sejam a e b dois niimeros com um divisor comum
d. Mostre que d divide a X n+ b X m, quaisquer que sejam os nimeros

inteiros n e m.

Dois ntimeros inteiros, nao ambos nulos, serao ditos primos entre
st se nao forem miltiplos de um mesmo nimero diferente de 1 e de
—1.

Portanto, dois inteiros a e b, ndo ambos nulos, s@o primos entre
si se os Unicos divisores comuns de a e b sdao 1 e —1, 0 que equivale a

dizer que mdc(a,b) = 1.

Exemplos de pares de inteiros primos entre si sao: 2 e 3; 4e 15; 9

e 7. Nao sao primos entre si os pares: 2 e 4; 3 e 6; 9 e 12.

Dois ntimeros primos distintos sdo sempre primos entre si.

Dois ntimeros consecutivos sao sempre primos entre si. De fato,

podemos escrever os dois nimeros na forma n e n + 1, logo

mdc(n,n 4+ 1) = mde(n,n+ 1 — n) = mde(n, 1) = 1.

Problema 3.16.

(a) Mostre que dois nimeros inteiros da forma n e 2n + 1 sdo sempre

primos entre si.

(b) Mostre que se n é um namero impar, entdo mde(n,2n + 2) = 1.
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(c) Mostre que se n é um ntimero par, entdao mdc(n, 2n + 2) = 2.

Problema 3.17. Sejam a e b dois ntimeros naturais nao ambos nulos
e seja d = mdc(a,b). Se a’ e b’ sdao os dois nimeros naturais tais que

a=da xdeb="V xd, mostre que mdc(a’,b") = 1.

3.4 Algoritmo da Divisao

Uma das propriedades mais importantes dos niimeros naturais ¢é
a possibilidade de dividir um niimero por outro com resto pequeno.

Essa é a chamada divisao euclidiana.

Sejam dados dois niimeros naturais a e b, com a > 0 e b qualquer.
Queremos comparar o nimero natural b com os miiltiplos do ntimero
a. Para isto, considere todos os intervalos da forma [na,(n + 1)a),
para n um nimero natural qualquer. Isto nos da uma particao de N,

ou seja,
N=10,a) U [a,2a) U [2a,3a) U --- U [na,(n+1)a) U ---

e os intervalos acima sao dois a dois sem elementos em comum.

Portanto, o niimero b estard em um e apenas um dos intervalos

acima. Digamos que b pertenga ao intervalo
[qa, (¢ + 1) a).

Logo, existem dois nimeros naturais ¢ e r, unicamente determi-
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nados, tais que

b=aq+r, com 0<r<a.

O numero b é chamado dividendo, o nimero a divisor, os nimeros
q e r sao chamados, respectivamente, quociente e resto da divisao de

b por a.

Note que dados dois nimeros naturais a e b, nem sempre b é

miltiplo de a, este seréd o caso se, e somente se, 7 = 0.

Como determinar os ntmeros ¢ e r na divisao euclidiana?
Caso b<a Comob=0xa+b, temos que g=0er =0
Caso b = a Neste caso, tomamos g =1e r = 0.
Caso b > a Podemos considerar a sequéncia:
b—a, b—2a,..., b—na,
até encontrar um ntmero natural ¢ tal que b — (¢ + 1)a < 0, com

b —qa > 0. Assim, obtemos b = ga + r, onde r = b — ga e, portanto,
0<r<a.

Por exemplo, para dividir o namero 54 por 13, determinamos os

resultados da subtragao de 54 pelos multiplos de 13:
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54 — 13 = 41,
54 — 2 x 13 =28,
54 — 3 x 13 = 15,
54 —4x13=2
54 —5 x13=-11<0.
Assim, a divisdo euclidiana de 54 por 13 se expressa como:
54 =4 x 13+ 2.
Problema 3.18. Efetue a divisao euclidiana nos seguintes casos:
(a) de 43 por 3 (b) de 43 por 5 (c) de 233 por 4
(d) de 1453 por 10, por 100, por 1000 e por 10 000.
Problema 3.19. Mostre o chamado Algoritmo da Divisao Euclidiana
nos inteiros:
Dados inteiros a e b, com a > 0, existe um tinico par de inteiros ¢
e r tal que
b=aq+r, com 0<r<a.
SUGESTAO: Considere os intervalos da forma [na, (n + 1) a), com n
em 7.
Problema 3.20. Efetue a divisao euclidiana nos seguintes casos:
(a) de —43 por 3 (b) de —43 por 5 (c) de —233 por 4
(d) de —1453 por 10, por 100, por 1000 e por 10 000.
Pelo Problema 3.19, se a > 0, os possiveis restos da divisao de um
-



56 H CAP. 3: OS INTEIROS E SUAS PROPRIEDADES

nimero qualquer por a sao os ntameros 0,1,...,a — 1.

Por exemplo, os possiveis restos da divisao de um numero inteiro

por2saor=0our=1.

Se um dado ntmero quando divido por 2 deixa resto r = 0, ele é

divisivel por 2, ou seja, ele é par.

Se, ao contrario, esse numero deixa resto 1 quando dividido por

2, ele é fmpar.

Assim, um ndmero é par se é da forma 2q e é impar se é da forma

2q + 1, para algum inteiro gq.

Problema 3.21. Mostre que dentre dois inteiros consecutivos um

deles é par e o outro impar.

Problema 3.22. Mostre que um ntmero n escrito no sistema deci-
mal como n, ...ning deixa resto ng quando dividido por 10. Como
se relacionam os restos da divisao de n por 2 ou 5 com os restos da

divisao de ng por 2 ou 57

Um ntimero quando dividido por 3 pode deixar restosr =0, r = 1

our = 2.

Problema 3.23. Mostre que de trés inteiros consecutivos um e ape-

nas um deles é multiplo de 3.

Solugdo: Suponha que os trés inteiros consecutivos sejam a, a + 1
e a + 2. Temos as seguintes possibilidades: a deixa resto 0, 1 ou 2

quando dividido por 3.

1) Suponha que a deixe resto 0 quando dividido por 3, ou seja, a = 3q.

Logo,a+1=3¢+1ea+2=3¢+ 2. Assim, um e apenas um dos
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trés numeros é multiplo de 3, a saber, a.

2) Suponha que a deixe resto 1 quando dividido por 3, ou seja,
a =3¢+1 Logo,a+1=3¢+2ca+2=3¢+3=3(¢+1).
Assim, um e apenas um dos trés ntumeros ¢ multiplo de 3, a saber,
a—+ 2.

3) Suponha que a deixe resto 2 quando dividido por 3, ou seja,
a = 3q+2. Logo, a+1 = 3¢g+3 = 3(¢+1) ea+2 = 3¢+4 = 3(¢g+1)+1.
Assim, um e apenas um dos trés nimeros é multiplo de 3, a saber,
a+1.

Problema 3.24. Mostre que dados trés nameros a, a + 2 e a + 4,
um e apenas um deles é multiplo de 3. Usando este fato, mostre que

a unica terna de primos trigémeos é (3,5,7).

Problema 3.25. Mostre que dados trés numeros 2a, 2(a + 1) e

2(a + 2), um e apenas um deles é multiplo de 3.

Problema 3.26.

(a) Mostre que a soma de trés inteiros consecutivos é sempre multiplo

de 3.

(b) Dados trés inteiros consecutivos, mostre que um deles é multiplo

de 3 e a soma dos outros dois também.

Dividir por a > 0 é agrupar em conjuntos com a elementos. Por
exemplo, para saber quantas dizias de ovos temos no quintal, temos
que dividir o ntimero de ovos por 12, a divisao podendo ser exata ou
nao. Se tivermos 36 ovos, teremos 3 duzias exatas, mas se tivermos

38 ovos, teremos ainda 3 dizias de ovos e sobrariam 2 ovos.
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Problema 3.27. Uma fabrica produz chicletes que sao embalados em
pacotes de cinco unidades cada. Quantos pacotes serao produzidos
com 3257 unidades?

3.5 Par ou Impar?

Nesta se¢ao veremos, em um caso bem simples, como lidar com os
restos da divisao de niimeros inteiros por um numero natural dado,
introduzindo uma nova aritmética chamada aritmética residual ou

aritmética modular.

A soma de dois ntimeros pares é par. De fato, os dois niimeros

podem ser escritos na forma 2a e 2b, cuja soma é 2(a + b), logo par.

A soma de dois niimeros impares é par. De fato, os ntumeros sao

da forma 2a + 1 e 2b+ 1, cuja soma é 2(a + b+ 1), logo par.

A soma de um nimero par com um ndmero impar é impar. De
fato, um dos numeros é da forma 2a e o outro 2b + 1, cuja soma é
2(a+b) + 1, logo impar.

A paridade, isto é, a qualidade de ser par ou impar, da soma de
dois nameros s6 depende da paridade de cada um dos ntimeros e nao

dos ntimeros em si.

O produto de dois nameros pares é par. De fato, os ntumeros sendo
da forma 2a e 2b, temos que o seu produto é 4ab e, portanto, multiplo

de 4, logo par.

O produto de um nimero par por um namero impar é par. De
fato, um ntimero da forma 2a e um nimero da forma 2b + 1 tém um

produto igual a 2a(2b + 1), que é par.
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O produto de dois ntumeros impares é impar. De fato, sendo os
nameros da forma 2a + 1 e 2b+ 1, o seu produto é 2(2ab+a+b) + 1,

logo impar.

Novamente, como no caso da soma, temos que a paridade do pro-
duto de dois niimeros s6 depende da paridade desses ntimeros e nao

dos ntmeros em si.

Assim, podemos decidir a paridade de uma expressao complexa

envolvendo produtos e somas de inteiros do modo a seguir.

Atribuindo o sfmbolo 0 aos nimeros pares e o simbolo 1 aos
ntmeros fmpares, as observagdes acima nos fornecem as seguintes
tabelas que regem a paridade das somas e produtos dos ntimeros in-

teiros.

Por exemplo, se quisermos saber a paridade do namero
2010 x 11200 4+ 2119 n3ao serd necessario desenvolver as contas indi-
cadas para saber se o resultado final é par ou impar. O que fazemos
¢ substituir na expressao acima o nimero 20 por 0, por ser par; e
os ntimeros 11 e 21 por 1, por serem impares. Obtemos, assim, a
expressao

10  £200 | =19
+17,

0 x1

que operada segundo as tabelas acima nos da 1 como resultado. Por-

tanto, o nimero dado é impar.?

2Tente explicar por que nio substituimos os expoentes 10, 200 e 19 pelos
simbolos 0 e 1, segundo a sua paridade.
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O método acima pode ser generalizado para controlar os restos da
divisdo dos numeros inteiros por qualquer ntimero natural fixado m.
Veremos na proxima secao mais um caso especial, o caso m = 3.
No préximo capitulo analisaremos o caso geral. Esse método foi idea-
lizado pelo matematico alemao Carl Friedrich Gauss (1777-1855), con-
siderado o maior matematico de todos os tempos, quando tinha perto

de 17 anos.

Problema 3.28. Mostre que o dobro de um niimero impar é par mas

nunca miltiplo de 4.

Problema 3.29. Determine a paridade do seguinte ntimero:

(123275 + 346 231)%** + (3451 + 4 532)°42.

Problema 3.30. Mostre que para todos a inteiro e n natural nao

nulos, os nmeros a e a” tém mesma paridade.

Problema 3.31. Dado um numero inteiro a e dados dois niimeros

naturais n e m, nao nulos, mostre que sao sempre pares os nimeros

a4+ a™ea” —am.

Problema 3.32. Qual é a paridade da soma dos ntimeros naturais

de um a 107 E de seu produto?

3.6 Zero, Um ou Dois?

Nesta se¢ao analisaremos a aritmética dos restos da divisao por 3.

Vamos organizar os niimeros inteiros numa tabela como segue:
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-9 =8| -7

—6 | -5 |—4

-3 |-2|-1

0 1

3

6 7

9 |10 | 11

Note que os nimeros da primeira coluna sao os multiplos de 3,
ou seja, os numeros que deixam resto nulo quando divididos por 3.
Os nimeros da segunda e da terceira coluna s@o, respectivamente,

aqueles que deixam resto 1 e 2 quando divididos por 3.

Fazendo uma anélise semelhante aquela feita na secao anterior,
nota-se que o resto da divisao por 3 da soma ou do produto de dois
nimeros s6 depende da coluna ocupada por esses ntimeros, ou seja sO
depende dos restos da divisao desses niimeros por 3 e nao dos niimeros

em si.

Assim, atribuindo o simbolo 0 aos ntimeros da primeira coluna
(que sao os multiplos de 3) e os simbolos 1 e 2, respectivamente, aos
nameros que ocupam a segunda e terceira coluna (que sdo os nimeros
que deixam restos 1 e 2, quando divididos por 3), obtemos as seguintes
tabelas que regem os restos da divisao por 3 das somas e produtos

dos ntmeros naturais:
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+10 1 2 x [0 1 2
0(0 1 2 0(0 0 O
11 2 0 1(0 1 2
212 0 1 210 2 1

Problema 3.33. Usando as tabelas acima, ache o resto da divisao
por 3 do nimero 4190 4 3230,

3.7 Minimo Miltiplo Comum

Sabemos que todo miltiplo do mmc de dois inteiros é um
multiplo comum desses inteiros (Problema 3.8(iii)). Mostraremos no

préximo resultado que vale a reciproca desse fato.

Teorema 3.1. Todo multiplo comum de dois inteiros a e b € maltiplo

de mmc(a, b).

Demonstragio. Seja m = mmc(a,b). Suponha que m’ seja um multi-
plo comum de a e b. Se m’ = 0, nada temos a provar, pois 0 é multiplo
de qualquer inteiro, inclusive de m. Suponha que m’ # 0, logo a # 0
e b # 0, o que mostra que m = mmc(a,b) > 0. Pelo algoritmo da

divisao euclidiana, podemos escrever

m' =mq+r, com 0<r<m.

Logo, r = m’' — mgq e, sendo m’ e mq multiplos comuns de a e b,
segue do Problema 3.8(iv) que r é multiplo de comum de a e b. Mas
entao r = 0, pois caso contrario teriamos um miltiplo comum r de a

e b, tal que 0 < r < m, contradizendo a definicao de mmec. O

¥

“Aritmetica”
2009/6/29
page 62

Estilo OBME
—B



A SEC. 3.7: MINIMO MULTIPLO COMUM 63

O Teorema acima nos fornece a seguinte relagao:
aZ N bZ = mmc(a, b)Z.

Problema 3.34. Mostre que um niimero é miiltiplo de 6 se, e somente

se, ele é simultaneamente miltiplo de 2 e de 3.

Problema 3.35. Baseado no problema anterior, dé um critério de
multiplicidade de 6, conhecendo os critérios de multiplicidade de 2 e
de 3.

Problema 3.36. Sendo m um nimero inteiro qualquer, mostre que

o namero n(n + 1)(2n + 1) é sempre multiplo de 6.

Problema 3.37. Utilizando os critérios de multiplicidade de 3 e de

4, enuncie um critério de multiplicidade de 12.

Problema 3.38. Enuncie critérios de multiplicidade de 15, de 20 e
de 45.

Dados trés ntmeros inteiros a, b e ¢, ndao nulos, podemos nos
perguntar como calcular o seu minimo multiplo comum mme(a, b, ¢),
ou seja, o menor elemento positivo do conjunto dos miltiplos comuns

de a,bec.

Portanto, queremos determinar o menor elemento positivo do con-

junto

aZ NbZNcZ = (aZNbZ) N cZ = mme(a,b)Z N cZ.

¥
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Isto nos mostra que

mmc(a, b, ¢) = mmc (mmc(a, b), c) .

Assim, para calcular o mmec de trés nimeros recai-se no céalculo

de dois mmec de dois numeros.
Problema 3.39. Calcule mmc(4,6,9).

Vocé deve ter notado que calcular o mmec de dois ntimeros é ainda
uma, tarefa muito trabalhosa, pois o que aprendemos até o momento
foi escrever ordenadamente os multiplos de cada um dos nimeros até
encontrarmos o menor miltiplo comum positivo. Com este método,
é praticamente impossivel calcular o mmc de dois ntimeros quando
um deles for bastante grande. Na préxima sec¢ao finalizaremos um
método muito mais eficiente para se determinar o mmec, baseado no

Algoritmo do mdc de Euclides e no teorema a seguir.

Problema 3.40. Sejam a, b, d e m quatro inteiros positivos tais que
a X b=m xd. Mostre que m é um multiplo comum de a e b se, e

somente se, d é um divisor comum de a e b.

Teorema 3.2. Sejam a e b dois inteiros positivos. Tem-se a seguinte
identidade:

mmc(a,b) X mdec(a,b) = a x b.

Demonstra¢ao. Como a é um multiplo de mdc(a,b), segue que a X b
é multiplo de mdc(a,b). Logo, a x b = m x mdc(a,b), para algum

inteiro positivo m. Pelo Problema 3.40, temos que m é um miltiplo
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comum de a e b e, consequentemente, pelo Teorema 3.1 temos que

m = mmc(a,b) X ¢, para algum ¢ positivo. Assim,
a x b = mmc(a,b) x (¢ x mdc(a, b)). (3.1)

Novamente, pelo Problema 3.40, segue que ¢ x mdc(a, b) é um divisor
comum de a e b, logo sendo o mdc o maior dentre esses divisores,
segue que

¢ x mdc(a, b) < mdc(a, b). (3.2)
Como ¢ > 1, temos que
mdc(a, b) < ¢ x mdc(a, b),

o que juntamente com a desigualdade (3.2) implica que ¢ = 1. Agora,

o resultado segue da equagao (3.1). O

Podemos agora esclarecer o mistério a que nos referimos na Se-

cao 1.7:

O mmc de dois numeros € igual ao seu produto se, e somente se, 0s

dois nimeros sao primos entre si.

Problema 3.41. Seja n um ntmero natural nao nulo. Calcule

mmc(n, 2n + 1).

Problema 3.42. Suponha que n seja um nimero natural divisivel
por a e por b. Sabendo que mdc(a,b) = 1, mostre que n é divisivel

por a X b.

¥
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3.8 Algoritmo do mdc de Euclides

O Lema de Euclides: Dados inteiros a e b, os divisores comuns de
a e b sdo 0os mesmos que os divisores comuns de a e b — ¢ X a, para

todo nimero inteiro ¢ fizado.

Demonstracao. Se d é um divisor comum de a e b, é claro que d é

divisor comum de a¢ e de b — ¢ X a.

Reciprocamente, suponha que d seja divisor comum de a e de
b—cxa. Logo, d é divisor comum de b — ¢ X a e de ¢ X a e, portanto,
pelo Problema 3.13(c), tem-se que d é divisor de b. Assim, d é divisor

comum de a e b. O

Esta simples observagao, que generaliza a relacao do Problema
3.13(c), vai nos dar um modo pratico para calcular o mdc de dois

ntmeros, mais eficiente do que o utilizado na Segao 3.3.

O Lema de Euclides nos diz que os divisores de comuns de a e
b sao os mesmos divisores comuns de a € b — a X ¢, logo tomando o

maior divisor comum em ambos os casos, obtemos a férmula:
mdc(a,b) = mde(a,b —a X ¢),

o0 que permite ir diminuindo passo a passo a complexidade do pro-

blema, até torné-lo trivial.
Algoritmo de Euclides para o calculo do mdc
Nada melhor do que um exemplo para entender o método.

Vamos calcular mdc(a,b), onde a = 162 e b = 372.
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Pelo Lema de Euclides, sabemos que o mdc de a e b é o mesmo
que o de a e de b menos um miltiplo qualquer de a. Otimizamos
os célculos ao tomarmos o menor dos nimeros da forma b menos um
miltiplo de a e isto é realizado pelo algoritmo da divisao:
372 =162 x 2 + 48.
Assim,
mdc(372,162) = mdc(372 — 162 x 2,162) = mdc(48, 162).
Apliquemos o mesmo argumento ao par a; = 48 e by = 162:
162 = 48 x 3 4 18.
Assim,
mdc(372,162) = mdc(162,48)
= mdc(162 — 48 x 3,48)
= mdc(18,48).
Apliquemos novamente o mesmo argumento ao par as = 18 e
by = 48:
48 = 18 x 2+ 12.
Assim,
mdc(372,162) = mdc(48,18) = mdc(48 — 18 x 2,18) = mdc(12, 18).
-
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Novamente, o mesmo argumento para o par az = 18 e bg = 12 nos da:
18 =12 x 1+6.
Assim,
mdc(372,162) = mdc(18,12) = mdc(18 — 12 x 1,12) = mdc(6, 12).
Finalmente, obtemos
mdc(372,162) = mdc(12,6) = mde(12 — 6 x 2,6) = mdc(0,6) = 6.
Logo,
mdc(372,162) = 6.
O procedimento acima pode ser sistematizado como segue:
2 3121 2
372 | 162 | 48 | 18 | 12 | 6=mdc
48 | 18 |12 6 | O
O Algoritmo de Euclides usado de tras para frente nos da uma
informacao adicional fundamental.
Das igualdades acima podemos escrever:
(6)=18-12x1
12=48 — 18 x 2
-
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18 =162 — 48 x 3
48 =372 - 162 x 2
Donde,
(6)=18-12x1 = 18— (4818 x2)
= 18x3—-148
= (162 —48 x 3) x 3 — 48
= 162 x3—-48 x 10
= 162 — (372162 x 2) x 10
= 162 x 23 — 372 x 10.
Assim, podemos escrever:
(6) = mde(372,162) = 162 x 23 + 372 x (-10).
Este método sempre se aplica conduzindo ao seguinte importante
resultado:
Teorema 3.3 (Relagao de Bézout). Dados inteiros a e b, quaisquer,
mas nao ambos nulos, existem dois inteiros n e m tais que
mdc(a,b) =a xn+bxm.
Problema 3.43. Determine mdc(a,b), mmc(a,b) e inteiros n e m
tais que mdc(a, b) = a X n+b x m para os seguintes pares de nimeros
aeb.
(a) a =728 ¢ b=1496 (b) a =108 e b = 294.
-
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3.9 Aplicacoes da Relacao de Bézout

Esta secao pode ser omitida sem prejuizo na primeira leitura, ex-

ceto a Proposicao 3.3 que sera utilizada na Segao 3.10.

Uma propriedade notavel do maximo divisor comum que decorre

da Relacao de Bézout é a seguinte:

Se d é um divisor comum de dois nimeros a e b, nao simultanea-

mente nulos, entao d divide mdc(a, b).

De fato, sendo d um divisor de a e de b, temos que d é um divisor
de todo ntmero da forma a x n 4+ b x m, logo, em particular, de
mdc(a, b).

Definindo
aZ + b7 = {a xn+bxm; n,m € 7},

temos o seguinte resultado:

Proposigao 3.1. Dados dois inteiros a e b, nao ambos nulos, o menor

elemento positivo do conjunto aZ + bZ é mdc(a,b).

Demonstragao. De fato, ponhamos d = mdc(a,b). Como d | a e d | b,
temos que d divide todo elemento de aZ + bZ, logo d é menor ou
igual do que qualquer elemento positivo de aZ + bZ. Pela Relagao de
Bézout, temos que d € aZ + bZ, logo d é o menor elemento positivo
do conjunto aZ + bZ. O

Dai decorre um importante critério para que dois niimeros sejam

primos entre si.
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Proposigao 3.2. Dois numeros inteiros a e b sdo primos entre si se,

e somente se, existem inteiros m e n tais que a X n+b x m = 1.

Demonstra¢ao. Suponhamos que a e b sejam primos entre si, isto ¢,
mdc(a,b) = 1. Como, pela Relagao de Bézout, existem inteiros n e m

tais que a X n+ b x m = mdc(a, b), segue que a x n+b x m = 1.

Reciprocamente, se existem n e m tais que a x n +b x m = 1,
segue que 1 é o menor elemento positivo do conjunto aZ + bZ, logo

ele ¢ o mdc de a e b. Portanto, a e b sao primos entre si. O

Problema 3.44. Sejam a e b dois nimeros naturais nao ambos nulos

e ¢ um terceiro niimero natural nao nulo. Mostre que

mdc(c X a, ¢ x b) = ¢ x mdc(a, b).

Problema 3.45. Sejam a, b e ¢ trés nimeros naturais nao nulos.
Mostre que

mmc(c X a,¢ X b) = ¢ x mmc(a, b).

Outra propriedade fundamental que decorre da Relagdo de Bézout

é o resultado a seguir:

Proposicao 3.3. Sejam a, b e c trés inteiros tais que a divide b X ¢

e a eb sio primos entre si, entdo a divide c.

Demonstragao.Como a | b X ¢, entdo existe um inteiro e tal que
bxc=axe Como aebdsdo primos entre si, entdo existem in-

teiros n e m tais que @